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ИССЛЕДОВАНИЕ                                              
ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ ДВИЖЕНИЙ 

В АВТОМОБИЛЬНОЙ СИСТЕМЕ

Т.В. Аветисян, Я.Е. Львович, А.П. Преображенский

Цель исследования - понять стабильность автомобильных си-
стем путем изучения параметрических колебаний. Функцию Матье 
используют для вычисления собственных значений системы, которые 
имеют решающее значение для определения поведения системы с те-
чением времени. Результаты исследования выявляют зону резонанса 
системы и предоставляют алгоритм вычисления собственных зна-
чений функций Матье. Результаты этого исследования могут быть 
применены при анализе различных транспортных систем для оценки 
их устойчивости. Эти знания могут быть использованы для повыше-
ния комфорта и эксплуатационных характеристик транспортных 
средств за счет минимизации воздействия параметрических колеба-
ний. В исследовании делается вывод о том, что анализ параметри-
ческих колебаний в автомобильных системах может дать ценную 
информацию о стабильности системы. Для более глубокого анализа 
исследование предполагает, что численное интегрирование следует 
использовать, когда глубина модуляции невелика. Такой подход позво-
лит получить более точное представление о поведении системы.
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T.V. Avetisyan, Y.E. Lvovich, A.P. Preobrazhensky 

The aim of the study is to understand the stability of automotive sys-
tems by studying parametric oscillations. The Mathieu function is used to 
calculate the eigenvalues of the system, which are crucial for determining 
the behavior of the system over time. The results of the study reveal the 
resonance zone of the system and provide an algorithm for calculating the 
eigenvalues of Mathieu functions. The results of this study can be applied 
to the analysis of various transport systems to assess their stability. This 
knowledge can be used to improve the comfort and performance of vehi-
cles by minimizing the impact of parametric fluctuations. The study con-
cludes that the analysis of parametric fluctuations in automotive systems 
can provide valuable information about the stability of the system. For 
a deeper analysis, the study suggests that numerical integration should 
be used when the modulation depth is low. This approach will allow you 
to get a more accurate understanding of the management of the system.
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Введение
В автомобильной системе можно колебательную систему, 

представить в виде совокупности определенного числа упруго 
связанных масс. Конкретное ее представление определяется кон-
структивными особенностями автомобилей.
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Вибрации в двигателях достаточно часто обусловлены прояв-
лением такого явления, как пропуски зажигания внутри одного 
или нескольких цилиндров. Если для одного или нескольких ци-
линдров не наблюдается процесс возгорания топливной смеси, 
тогда это будет негативным образом сказываться на мощности 
в целом двигателя. Как результат, возникает вибрирование (или 
«колебание») автомобиля в ходе его ускорения. Вследствие про-
пусков зажигания будут провоцироваться вибрации. Одной из 
возможных задач при этом может быть выяснение того, что было 
причиной в пропусках зажигания.

Достаточно распространенной среди причин исследователи от-
мечают обедненную смесь, внутри которой довольно мало топлива 
и, при этом, много воздуха. Как самая частая причина в наруше-
нии подачи топлива указывается засорение в топливных фильтрах, 
неисправности внутри топливных насосов или регуляторов, кроме 
этого, есть загрязнение или выход из строя топливных форсунок.

Различные колебания и вибрации кузова будут наблюдаться в 
ходе движения автомобиля. С точки зрения того, как они будут 
воздействовать на организм людей, могут быть разные варианты. 
Есть колебания до 900…1100 колебаний в минуту, что соответ-
ствует низкой частоте. Они будут восприниматься людьми в виде 
отдельных циклов изменений нагрузок или положений. Вибра-
ции соответствуют колебаниям при более высоких частотах. Они 
будут восприниматься слитно.

Диапазон, который соответствует от 80 до 150 колебаний в ми-
нуту, будет соответствовать частотам колебаний кузова на амор-
тизаторах. Диапазон, который соответствует от 360 до 900 коле-
баний в минуту будет соответствовать колебаниям осей между 
амортизаторами и землей. Диапазон, который соответствует от 
1000 до 4200 колебаний в минуту будет соответствовать частотам 
колебаний элементов двигателя, трансмиссии и кузова.

Комфортабельность автомобилей должна быть повышена. Для 
этого необходимо обеспечить, чтобы амплитуда колебаний была 
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уменьшена. В ряде случаев удается достичь, чтобы амплитуды 
колебаний были меньше, чем 35…40 мм. При этом колебания го-
ловы за счет амортизационной способности человеческого орга-
низма полным образом будут устранены. Большие амплитуды ве-
дут к проявлению колебаний головы. С точки зрения физиологии 
это обуславливает неприятные ощущения и быструю усталость.

Среди значимых факторов, которые будут оказывать влияние 
на организм человека, можно отметить частоту колебаний. Ис-
следователями было подтверждено, что при числе колебаний, 
которое будет достигать менее 50 колебаний в минуту ведет 
к тому, что «морская болезнь» достаточно часто проявляется у 
пассажиров. Могут ощущаться резкие толчки. Они проявляются, 
когда будет превышение 130 колебаний в минуту. В зависимости 
от того, какие частоты колебаний, на людей разные параметры в 
колебательных процессах при колебаниях могут оказывать свое 
воздействие. Есть зависимость их энергетические затрат и нерв-
ных нагрузок.

Ощущения, как показывает анализ, в основном пропорцио-
нальны ускорениям в ходе колебаний. Низкочастотный диапазон 
колебаний автомобильной системы относится к нескольким ко-
лебаниям в минуту. Вертикальные ускорения рассматриваются в 
виде достаточного распространенного измерителя в автомобиль-
ной технике. Их определяют по характерным точкам колебатель-
ных автомобильных систем. 

Целью данной работы является рассмотрение параметриче-
ских колебаний в автомобильной системе. 

Описание параметрического резонанса
Дадим описание параметрического резонанса на примере ли-

нейной автомобильной системы. Используется следующее диф-
ференциальное уравнение

2
0x (1 cos t)x 0 .+ ω −µ Ω = .                               (1)

В нем ω0 является частотой собственных колебаний.
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Уравнение (1) – это уравнение Матье. Решение уравнения 
Матье записывается в следующем виде

1 2x c (t)exp( t) c ( t)exp( t)= χ λ + χ − −λ                       (2)
Здесь χ(t) являются ограниченными функциями. В выражении 

λ – это характеристический показатель. При рассмотрении его ве-
щественной части можно говорить о поведении решения с точки 
зрения возрастания или убывания. 

Специальные функции– функции Матье позволяют описать 
(2) при произвольном µ. 

Известно, что уравнение Матье (1) может иметь такие перио-
дические решения, 

2m p
c 2m p 2n p

n
2m p

s 2m p 2n p
n

 ,         

C (z,q) A cos(2n p)z,

C (z,q) A sin(2n p)z, (p 0,1)

+
+ +

+
+ +

= +

= + =

∑

∑
             (3)

которые называются функциями Матье [1, 2].
В ходе исследований были созданы алгоритм и машинная про-

грамма, позволяющая проводить расчет функций Матье и их нулей. 
Представим, что в уравнение (1) можно осуществить подстанов-

ку любого из рядов (3). Также приравняем нулю коэффициенты при 
cos(2nz), cos((2n + 1)z), sin(2nz), sin((2n + 1)z) с учетом n = 0, 1, 2, .... 
В таких случаях приходим к рекуррентным соотношениям [3]:

0 2aA qA 0;− =

2 4 0(a 4)A q(A 2A ) 0;− − + =                             (4)
2

2r 2r 2 2r 2(a 4r )A q(A A ) 0;+ −− − + =

1 3(a 1 q)A qA 0;− − − =
2

2r 1 2r 3 2r 1[a (2r 1) ]A q(A A ) 0;+ + −− + − + =                 (5)

1 3(a 1 q)B qB 0;− + − =
2

2r 1 2r 3 2r 1[a (2r 1) ]B q(B B ) 0;+ + −− + − + =                   (6)

2 4(a 4)B qB 0;− − =
2

2r 2r 2 2r 2(a 4r )B q(B B ) 0+ −− − + =                       (7)
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Для определения коэффициентов разложения 2r 2r 1 2r 2r 1A , A , B , B+ + 
2r 2r 1 2r 2r 1A , A , B , B+ +  в (3.23) используются условия нормировки [3]

2 2
0 2r

r 1
2[A ] [A ] 1,

∞

=
+ =∑

2
2r 1

r 0
[A ] 1,

∞

+
=

=∑

2
2r 1

r 0
[B ] 1,

∞

+
=

=∑                                         (8)

2
2r 2

r 0
[B ] 1.

∞

+
=

=∑ .

Собственные значения
Собственные значения, при которых уравнение (1) имеет решения 

c 2mC (z,q), обычно обозначаются a2m(q). Для расчета собственных 
значений a2m(q) [4, 5] удобно воспользоваться трансцендентными 
уравнениями, соответствующими ветвям p2m = p2m(q) кривой p = p(q)

2

0 2

0 2

0 2

0 2
0

2qa
q4 a

q16 a
q36 a ...

4k a ...

−
=

− −
− −

− − −
− −

2 2

2 2
2

2 2

2 2

2 2
2

2q qa 4
a q16 a

q36 a
q64 a ...

4k a ...

= + −
− −

− −
− − −

− −
2

2
2m 2

2
2m 2

2
2m 2

2m
2m

qa (2m)
qa (2m 2)

qa (2m 4) ...
2qa 4
a

= + −
− − −

− − − −
− −
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2

2
2

2m 2
2

2m 2
2m

q
q(2m 2) a

q(2m 4) a ...
(2m 2k) a ...

−
+ − −

+ − − −
+ − −

 (9)

Выше рассматривалась функция Матье с четным индексом 
c 2mC (z,q). По аналогии можно найти условия существования ре-
шений вида c 2m 1 s 2m 1 s 2m 2C (z,q), C (z,q), C (z,q)+ + +  и собственные 
значения a2m+1(q), b2m+2(q), b2m+1(q), Трансцендентные уравнения, 
которые относятся к собственным значениям уравнения Матье 
a2m+1, b2m+2, b2m+1 имеют следующий вид [6].

2

1 2

1 2

1 2

1 2
1

qa 1 q ;
q9 a

q25 a
q49 a ...

(2k 1) a ...

= + −
− −

− −
− − −

+ − −
2

2
2m 1 2

2
2m 1 2

2
2m 1

2m 1

qa (2m 1)
qa (2m 1)

qa (2m 3) ...
a 1 q

+

+

+
+

= + + −
− − −

− − − −
− −

2

2
2

2m 1 2
2

2m 1 2
2m 1

q ;
q(2m 3) a

q(2m 5) a ...
(2m 2k 1) a ...

+

+
+

−
+ − −

+ − − −
+ + − − (10)

2

2 2

2 2

2 2

2 2
2

qb 4 ;
q16 b

q36 b
q64 b ...

(2k 2) b ...

= −
− −

− −
− − −

+ − −
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2
2

2m 2 2
2

2m 2 2
2

2m
2m 2

qb (2m 2)
qb (2n)

qb (2m 2) ...
b 4

+

+

+

= + + −
− −

− − − −
−

2

2
2

2m 2 2
2

2m 2 2
2m 2

q ;
q(2m 4) b

q(2m 6) b ...
(2m 2k 2) b ...

+

+
+

−
+ − −

+ − − −
+ + − − (11)

2

1 2

1 2

1 2

1 2
1

qb 1 q ;
q9 b

q25 b
q49 b ...

(2k 1) b ...

= − −
− −

− −
− − −

+ − −
2

2
2m 1 2

2
2m 1 2

2
2m 1

2m 1

qb (2m 1)
qb (2m 1)

qb (2m 3) ...
b 1 q

+

+

+
+

= + + −
− − −

− − − −
− +

2

2
2

2m 1 2
2

2m 1 2
2m 1

q .
q(2m 3) b

q(2m 5) b ...
(2m 2k 1) b ...

+

+
+

−
+ − −

+ − − −
+ + − − (12)

При малых значениях параметра q (q <1) для расчета функций 
Матье используются их разложения по этому параметру [7].

1/2 2 3
c 0

q cos(4z) 1 cos(6z) 11cos(2z)C (z,q) 2 1 cos(2z) q q ... ,
2 32 16 1152 128

−     = − + − − − +        

2
c 1

q cos(5z) cos(3z) cos(z)C (z,q) cos(z) cos(3z) q
8 192 64 128

 = − + − − − 
 

3 cos(7z) cos(5z) cos(3z) cos(z)q ...
9216 1152 3072 512

 − − − + + 
 

2
c 2

cos(4z) 1 cos(6z) 19cos(2z)C (z,q) cos(2z) q q ... ,
12 4 384 288

   = − − + − +   
   

(13)
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2
s 1

q sin(5z) sin(3z) sin(z)C (z,q) sin(z) sin(3z) q
8 192 64 128

 = − + + − − 
 

3 sin(7z) sin(5z) sin(3z) sin(z)q ...
9216 1152 3072 512

 − + − − + 
 

c r

s r

C (z,q) cos[(r 2)z p / 2] cos[(r 2)z p / 2]cos(rz p / 2) q
C (z,q) 4(r 1) 4(r 1)

  + − π − − π
= − π − − +  + − 

2
2

2 2
cos[(r 4)z p / 2] cos[(r 4)z p / 2] cos[rz p / 2] 2(r 1)q ...,

32(r 1)(r 2) 32(r 1)(r 2) 32 (r 1)

  + − π − − π − π + + + − +  + + − − −   
где p = 0 для c rC (z,q), p = 1 для s rC (z,q) (r > 3).

Решение уравнения
Задача (1) может быть решена на основе простых функций, в 

предположении, что µ <<1. В случае, когда µ=0 решение пред-
ставляется в таком виде

0 0x(t) x (t) Acos( t ).= = ω + ϕ                           (14)
В этой связи можно предполагать, что при µ¹0 и достаточно 

малом, решение будет не сильным образом отличающимся от из-
вестного. Вычисление поправок можно проводить на основе ре-
куррентного подхода [8]. Последующие приближения базируют-
ся на предыдущих. Предлагается применять теорию возмущений. 
Решение (1) представляется в таком виде

(1) 2 (2) n (n )
0x(t) x (t) x (t) x (t) ... x (t).= + µ + µ + + µ             (15)

Требуется обеспечить асимптотическую сходимость этого 
ряда. Решение, представляемое в виде (15), имеет смысл, если 
поправки x(i)для нулевого приближения x0 не будут нарастать с 
течением времени. Осуществим подстановку (15) в (1), проведем 
группировку членов, которые соответствуют одинаковым степе-
ням µ. Тогда приходим к уравнению (16).

2 (1) 2 (1) 2
0 0 0 0 0x x [x (t) x (t) x cos t]+ ω + µ + ω − ω Ω + 

2 (2) 2 (2) (1) 2
0 0[x (t) x (t) x (t) cos t] ...+µ + ω − ω Ω +

n (n ) 2 (n ) (n 1) 2
0 0... [x (t) x (t) x (t) cos t] 0−+ µ + ω − ω Ω ≡            (16)



16 International Journal of Advanced Studies: Transport and Information Technologies, Vol. 14, No 3, 2024

Видно, что выражения внутри скобок разные. Они не могут 
скомпенсировать друг друга. В таком случае должно быть равен-
ство нулю любой из скобок. После записи всех выражений будет 
рекуррентная система уравнений. При ее решении можно опреде-
лить i-е приближение. Видно, из (16), что уравнение относится к 
гармоническому осциллятору. На этот осциллятор будет воздей-
ствовать внешняя сила, как набор гармоник. Рассматривается вы-
ражение, на основе которого можно определить поправку первого 
приближения x(1)

(1) 2 (1) 2
0 0 0x (t) x (t) Acos( t )cos t ,+ ω = ω ω + ϕ Ω                (17)

то есть
2

(1) 2 (1) 0
0 0 0

Ax (t) x (t) {cos[( )t ] cos[( )t ]}.
2

ω
+ω = ω −Ω + ϕ + ω +Ω + ϕ (18)

Для частот (ω0-Ω) и (ω0+Ω) есть две гармонических составляю-
щих, соответствующих вынуждающей силе. Требуется, чтобы такие 
гармоники не резонировали с колебаниями на частоте ω0. При этом 
нет роста со временем поправки x(1)(t). Тогда |ω0-Ω|≠ω0 и Ω≠2ω0. Бу-
дет наблюдаться секулярный рост во времени поправки x(1)(t), ког-
да наблюдается резонанс. Поэтому решение типа x(t)=x0(t)+µ x(1)(t) 
следует рассматривать для времен порядка нескольких периодов.Бу-
дем рассматривать не как постоянные величины Амплитуду и фазу 
в главной части решения. Они считаются медленно меняющимися 
функций времени. Тогда будет зависимость A=A(µt), φ=φ(µt). 

Проведем рассмотрение резонансного случая Ω=2ω0+µδ, здесь 
µδ=δ’ является малой расстройкой. В таком случае (1) будет при-
нимать вид

2 2
0 0 0x x cos[(2 ')t]x+ ω = µω ω + δ .                      (19)

Решение для него такое
(1)

0 0x(t) A( t)cos[( '/ 2)t] B( t)sin[ '/ 2)t] x (t)= µ ω + δ + µ ω + δ + µ . (20)
При этом A(µt) и B(µt) являются функциями времени. Они 

будут медленно меняться по сравнению с функциями cos(…) и 
sin(…). Определять такие функции будем из того условия, что не 
будет роста в слагаемом x(1)(t). Сделаем подстановку (20) в (19) 
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и обеспечим равенство коэффициентов µ, которые относятся к 
первой степени. При этом, исходя из того, что A ~µA и B~µB, мы 
придем к уравнению по x(1)(t)

(1) 2 (1) 0
0 0 0x x [2A 'B B]sin[( '/ 2)t]

2
µω

+ ω = ω + δ − ω + δ + .

0
0 0[ 2B 'A A]cos[( '/ 2)t]

2
µω

+ω − + δ + ω + δ .               (21)
Потребуем, чтобы было отсутствие в правой части резонанс-

ных слагаемых. С этой целью используем такие равенства
0A ( )B

2 2
µ ω

= − δ − , 0B ( )A
2 2
µ ω

= − δ + .                  (22)

В результате преобразований мы получаем уравнения для мед-
ленно меняющихся амплитуд. Решение подобной системы урав-
нений мы будем искать в виде A, B~exp(λt). В ходе рассмотрения 
формируем характеристическое уравнение для того, чтобы найти λ

2 2
2 2 0( )

4 4
µ ω

λ = − δ − .                                 (23)
Если расстройка достаточно мала, тогда можно увидеть, что 

0 0

2 2
ω ω

− < δ < .                                     (24)
При этом будет происходить нарастание амплитуд. Внутри 

автомобильной системы будет происходить реализация параме-
трической неустойчивости. В неравенстве (24) мы стремимся к 
определению зоны основного резонанса. Основываясь на преоб-
разованиях на основе уравнения границы в ней определяются со-
ответствующим образом

02( 1)
4
µ ω
= ± −

Ω
.                                    (25)

Здесь мы учитывали, что
0 0

0 0

1 (1 )
2 2 2

ω ω µδ
= ≈ −

Ω ω +µδ ω
.                         (26)

Это выражение с учетом (24) записывается как 0 1 (1 )
2 4

ω µ
=≈ ±

Ω
. 

На рис. 1 дана иллюстрация границ зоны неустойчивости, кото-
рая связана с основным резонансом.
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Рис. 1. Иллюстрация границ зоны неустойчивости

При аналогичном подходе в параметрическом резонансе при 
Ω=ω0+µd мы можем определить границы области второй зоны. 
Приходим к выражению

0 05
24 24
µω µω

− < δ < .                                   (27)
Из него вытекает, что спектральная величина второй зоны, 

связанной с параметрической неустойчивостью, будет заметным 
образом меньше по сравнению с первой зоной (d~µ).

В случае, когда на практике наблюдается большая глубина мо-
дуляции µ, тогда правая часть уравнения 2 2

0 0x x x cos t+ ω = µ ω Ω  не 
будет являться малой. При поиске решения нельзя использовать 
асимптотический метод решения. В таких случаях необходимо 
использовать численное интегрирование [9]. 

В тех случаях, когда глубина модуляции не считается малой, 
тогда уравнение Матье с точки зрения общности результатов мы 
можем представить в виде

x (a 2qcos2 )x 0+ − τ = .                              (28)
При этом a и q рассматриваются в виде определенных постоян-

ных (которые не обязательно являются положительными), τ=ω0 – это 
безразмерное время. На рис. 2 дана иллюстрация результатов ин-
тегрирования уравнения Матье (28), когда используются разные 
комбинации a и q. 
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Рис. 2. Иллюстрация результатов интегрирования уравнения Матье

При том, что одинаков параметр системы q, колебания харак-
теризуются разным видом вследствие различия в параметре a. 
Для первого случая колебания являются возрастающими, система 
будет неустойчивой. Для второго случая колебания рассматрива-
ются как ограниченные, тогда система будет устойчивой.

Заключение
В работе проведен анализ параметрических колебаний в авто-

мобильной системе. Проведено решение уравнения Матье. По-
казана зона резонанса. Приведен алгоритм расчета собственных 
значений функций Матье. Полученные результаты могут быть ис-
пользованы при анализе различных транспортных систем с точки 
зрения их устойчивости.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
Исследование не имело спонсорской поддержки.
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